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Stanisław Zaremba kojarzony jest przede wszystkim z równaniami różniczkowy-

mi i  ich zastosowaniami. Gdy jednak przegląda się spis jego publikacji, to ukazuje 
się nam oblicze matematyka o bardzo różnorodnych zainteresowaniach. Wiele z tych 
zainteresowań dotyczy zastosowań matematyki szczególnie w  fizyce. Wydaje się to 
naturalne, bo teorie równań różniczkowych zostały stworzone niejako na zamówienie 
zastosowań w różnych dziedzinach. 

Z  pewnością zaskakujące są zainteresowania Zaremby dotyczące krystalografii. 
Nawet osoby mające mgliste pojęcie o tej dziedzinie, nie będą jej kojarzyły z równa-

niami różniczkowymi, lecz raczej z geometrią – przecież krystalografia bada kształty 
kryształów. Takie jest powszechne przekonanie. 

Specjaliści odróżniają mineralogię od krystalografii. Mineralogia związana jest 
ściśle z geologią i bada minerały, czyli obiekty występujące w przyrodzie. Można po-

wiedzieć, że mineralogia bada związki chemiczne (lub pierwiastki), których struktura 
została uformowana w wyniku procesów geologicznych. Natomiast krystalografia, wy-

wodząca się z mineralogii zajmuje się badaniem struktury kryształów. Obiekty uznane 
za minerały mają strukturę krystaliczną, natomiast kryształy nie muszą być minerała-

mi, nie muszą mieć pochodzenia geologicznego, jak choćby płatki śniegu. 
Termin țȡȪıĲĮȜȜȠȢ (kUystallos) oznacza lód. Określenie zostało przeniesione na 

kwarc a dokładniej jego odmianę – kryształ górski. O ile mineralogia ma tradycje się-

gające starożytności, to krystalografia jest stosunkowo młoda. Za pierwszą rozprawę 
zawierającą elementy krystalografii często1 uważa się piękny esej napisany przez Jo-

hannesa Keplera StUena seX de niYe se[anJXla2, co można przetłumaczyć 1owoUoczny 
3odaUek alEo obszeĂciokÈtnych Słatkach ĂnieJX. Krótka rozprawa, pokazująca niezwykłą 
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erudycję autora, zawiera między innymi próbę wyjaśnienia kształtu płatków śniego-

wych odwołując się do ich wewnętrznej budowy. Wcześniej nikt nie próbował takie-

go podejścia. We wspomnianej rozprawie Kepler sformułował także znaną hipotezę 
o upakowaniu kul, rozstrzygniętą dopiero pod koniec XX wieku. Robert Hooke także 
przypuszczał, że kryształ jest skupiskiem cząstek kulistych ułożonych gęsto i w spo-

sób prawidłowy. Nieco później Christiaan Huygens rozwinął pomysły poprzedników. 
Uważał między innymi, że płaszczyzny łupliwości są naturalnymi liniami podziału 
pomiędzy płaskimi warstwami cząsteczek. Niemal w każdym podręczniku krystalogra-

fii można znaleźć nazwisko: RenÓ Just Haüy. Ten francuski duchowny, autor między 
innymi 7UaitÓ de 0ineUaloJie oraz 7UaitÓ de &UistalloJUaShie sprecyzował ideę prawidło-

wego skupienia cząsteczek. Cząsteczkową budowę kryształów potwierdzono ekspery-

mentalnie, gdy rozwinięto nowe techniki badawcze. Sprawdziło się przypuszczenie, że 
przyczyną regularnej postaci zewnętrznej kryształów jest regularność geometryczna 
budowy wewnętrznej czyli regularność sieci przestrzennej. Sieć jest pewną umowną 
strukturą zbudowaną z prostych, w węzłach których umieszczone są atomy, jony lub 
cząstki.

W czasach działalności Zaremby, a dokładniej w okresie międzywojennym, wyróż-

niano krystalografię geometryczną, fizyczną i chemiczną (krystalochemię). Gdy czą-

steczkowa budowa ciał została lepiej poznana wyróżniono także krystalografię struk-

turalną ściśle związaną z krystalografią geometryczną. Zaremba zajmował się głównie 
krystalografią geometryczną wykorzystującą do badania kryształów geometrię eukli-
desową, ale także krystalografią strukturalną, gdyż do badania struktury wewnętrznej 
kryształów stosował również teorię grup. Była to już teoria bardzo dobrze rozwinięta 
i stosowano ją w różnych działach matematyki. W szczególności grupy izometrii wy-

korzystywano do opisu struktury wewnętrznej kryształów. 
Stanisław Zaremba jest autorem dwóch prac poświęconych krystalografii. Jedna 

to długi, liczący 473 strony, artykuł SXU les Iondements de la cUistalloJUaShie JÓomÓtUiTXe 

(ObSodstawach kUystaloJUaği JeometUycznej)3 napisany wspólnie ze Stefanem Kreutzem 
i opublikowany jako numer dodatkowy w „Bulletin de l’AcadÓmie de Sciences de Cracovie”. 

Rys.1. Stefan Kreutz
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Druga praca jest artykułem w  opublikowanym w  3oUadnikX dla samoXków jako 
jeden z tekstów w tomie poświęconemu krystalografii noszący tytuł 5ola SUzekształceñ 
SXnktowych SUzestUzeni wbkUystaloJUaği4 

Kilka zdań na temat krystalografii możemy jeszcze znaleźć w tekście Le &aUacteUe 
SUoSUe et la 3oUtÓe de la 3hysiTXe5 w czasopiśmie Scientia z 1920 roku .

Przejdźmy najpierw do tekstu 5ola SUzekształceñ SXnktowych SUzestUzeni wbkUysta-
loJUaği. Choć artykuł ma charakter popularny, to napisany jest bardzo precyzyjnie 
i może służyć za matematyczne wprowadzenie do krystalografii geometrycznej i jest to 
pierwszy tekst w języku polskim tego typu. Poprzedzony jest napisanym równie przej-
rzyście artykułem KUystaloJUaIja6 Stefana Kreutza7 kierownika Katedry Mineralogii 
i Krystalografii w Uniwersytecie Jagiellońskim w latach 1919-1939. 

Zaremba stawia sobie za cel poinformowanie czytelnika o tym, jakie narzędzia ma-

tematyczne wykorzystywane są w krystalografii geometrycznej. Zaznacza, że literatura 
na ten temat pozostawia wiele do życzenia pod względem ścisłości. Oto jego słowa:

Należy stwierdzić z ubolewaniem, że ze stanowiska matematyczno-logicznego żaden 
z podręczników krystalografii nie jest (o ile mi wiadomo) zadowalający, a większość ich 
szpecą ciężkie błędy geometryczne. Chęć przyczynienia się do poprawy tych stosunków 
naukowych była powodem napisania niniejszego artykułu. 

Artykuł podzielony jest na siedem paragrafów-rozdziałów (por. Rys.2). W pierw-

szym, przedstawione są cele, jakie stawia sobie Autor. Drugi zawiera podstawowe po-

jęcia z teorii izometrii. Dla przykładu zacytujmy definicję przekształcenia izometrycz-

nego zaproponowaną przez Zarembę z zachowaniem pisowni i terminologii:

Orzeczenie, że jakieś przekształcenie P jest przekształceniem izometrycznem, wyraża, 
że odległość AB każdej pary dowolnie wybranych punktów A i B przestrzeni równa się 

Rys. 2. Spis treści artykułu 5ola SUzekształceñ SXnktowych SUzestUzeni wbkUystaloJUaği
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zawsze odległości A’B’ punktów A’ i B’, w które przekształcenie P przekształca odpo-

wiednio punkty A i B.

Opisane są podstawowe przykłady izometrii w  przestrzeni odgrywające istotną 
rolę w krystalografii. Przedstawiona jest też reprezentacja analityczna przekształceń. 
Terminologia jest zbliżona do współczesnej, choć różni się w szczegółach. Na przykład 
zamiast „kąt obrotu” używany jest termin „amplituda obrotu”. Kolejny rozdział po-

święcony jest izometriom własnym wielościanów, które nazywane są również symetria-

mi wielościanu. Terminy te nie pojawiają się w tekście, ale pojęcie grupy symetrii wielo-

ścianu już występuje. Rozdział czwarty zawiera informacje o grupach wielościennych 
oraz ich klasyfikacji z odesłaniem do pracy Kreutza i Zaremby8. Kolejne trzy rozdziały 
poświęcone są zastosowaniom rozwiniętej wcześniej teorii w krystalografii. W szcze-

gólności omawiane są różne zagadnienia klasyfikacyjne dotyczące grup Bravais’a, po-

działu klas krystalograficznych na systemy i własności grup nazwanych przez Zarembę 
grupami Schoenfliesa9 i Jordana, znanych we współczesnej literaturze jako grupy Fe-

dorova10 albo przestrzenne grupy krystalograficzne. Fedorov11 i Schùnflies niemal rów-

nocześnie dokonali klasyfikacji grup krystalograficznych. Udowodnili, że istnieje 230 
typów takich grup, a pomijając chiralność 219. Nieco później podobnej klasyfikacji 
dokonał W. Barlow12. Zaremba konsekwentnie przytacza nazwisko Camille’a Jordana 
jako autora fundamentalnej rozprawy z teorii grup ruchów13 i traktatu poświęconego 
grupom podstawień (permutacji) i teorii Galois14. Jordana można uważać, i tak po-

stępuje Zaremba, za prekursora badań nad grupami przestrzennymi (punktowymi). 
Artykuły Kreutza i Zaremby w 3oUadnikX dla samoXków można traktować jak skrót 
opublikowanej pięć lat wcześniej w Bulletin de l’AcadÓmie de Sciences de Cracovie 
monumentalnej rozprawy o podstawach krystalografii geometrycznej15. 

Rys. 3. Strona tytułowa i pierwsza strona pracy ObSodstawach kUystaloJUaği JeometUycznej
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Artykuł liczy 473 strony i  zawiera chyba najbardziej bogaty i  precyzyjny materiał 
dotyczący krystalografii geometrycznej, jaki został napisany przez Polaków do czasów 
wojny w 1939 roku16. Praca podzielona jest na osiem rozdziałów. Na końcu znajduje się 
obszerne uzupełnienie zawierające klasyfikację grup Bravais’a i grup krystalograficznych.

W rozdziale pierwszym Autorzy formułują wszystkie tezy, które zamierzają prze-

analizować lub udowodnić dalej. Tam też podane są najważniejsze definicje i pojęcia 
niezbędne do sformułowania tez. Między innymi przedstawione są prawa i hipotezy: 
prawo wymiernych wskaźników, prawo pasowe, prawo wymiernych stosunków anhar-
monicznych, prawo wymiernych stosunków odcinków, hipoteza kolineacyjna i hipo-

teza sieci przestrzennej17. Zapowiedziano omówienie wzajemnych zależności pomię-

dzy wymienionymi prawami. Rozdział drugi zawiera najważniejsze fakty z teorii grup 
przekształceń. W kolejnych rozdziałach analizowane są poszczególne prawa i hipotezy, 
zostaje im nadana ścisła matematyczna forma w języku izometrii własnych figur i grup 
przekształceń. Zjawisko symetrii w kryształach zostaje przedstawione jako ściśle związa-

ne z wymienionymi prawami zasadniczymi. W oparciu o nie, wykorzystując między inny-

mi metody geometrii analitycznej i teorii przekształceń, zostały wyprowadzone 32 klasy 
grup symetrii posługując się wyłącznie środkiem symetrii (symetrią środkową), osiami 
obrotu (obrotami wokół osi) i  składaniem przekształceń. Metody konstrukcji opisane 
przez Kreutza i Zarembę nazywane bywają czasem notacją Kreutza-Zaremby18.

Zagadnienie polegające na wyznaczeniu wszystkich klas grup wielościennych, czyli 
grup izometrii własnych wielościanów, autorzy sprowadzają do dwóch problemów:

– wyznaczyć wszystkie klasy grup wielościennych obrotów nazywanych grupami 
rotacyjnymi;

– wyznaczyć wszystkie grupy wielościenne nierotacyjne.
Rozwiązanie pierwszego problemu Autorzy przytaczają za Jordanem zaznaczając, 

że jest to jedyne rozwiązanie wolne od błędów i nieścisłości. 

Rys. 4. Podział grup rotacyjnych wielościennych
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Rozwiązanie drugiego problemu jest oryginalne i  wykorzystuje właśnie złożenia 
obrotów i symetrii środkowej. Autorzy są przekonani, że jest to najprostsze znane ścisłe 
rozwiązanie. Sformułowali także precyzyjnie zasadę podziału ogółu klas krystalogra-

ficznych na systemy; wyróżniają 6 systemów powołując się na wyniki eksperymentalne 

W  pracy przedstawiono wiele twierdzeń szczegółowych i  technicznych trików 
świadczących o znajomości zagadnień z geometrii i teorii grup. Z opisów i cytowań 
wynika również, że Autorzy doskonale znają problemy krystalografii geometrycznej. 
W przypadku Stefana Kreutza jest dość naturalne – był on bowiem znakomitym kry-

stalografem, autorem wielu cennych publikacji19. Publikacja z dziedziny krystalografii 
ukazuje nam oblicze Stanisława Zaremby jako matematyka wszechstronnego, intere-

sującego się rozmaitymi problemami z różnych działów matematyki i jej zastosowań; 
nieprawdziwy jest stereotypowy obraz matematyka zapatrzonego w klasyczną mate-

matykę sprowadzaną głównie do równań różniczkowych.
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STANISŁAW ZAREMBA AND CRYSTALLOGRAPHY

In the paper we present a little-known episode from the research activities of Stanisław 
Zaremba in the field of crystallography. We discuss two publications: one of over 470 pages, 
entitled SXU les Iondements de la cUistalloJUaShie JÓomÓtUiTXe written together with Stefan Kreutz 
and published in „Bulletin de l’AcadÓmie  de Sciences de Cracovie” and 5ola SUzekształceñ SXnk-
towych SUzestUzeni w kUystaloJUaği included in 3oUadnik dla samoXków.




